Integralrechnung kurzgefasst
1. Fliche unter einem Graphen

Die Einstiegsfrage lautet: A y / Gf
Wie kann man den Flicheninhalt A eines Flichenstiicks T
berechnen, das begrenzt wird S

- vom Graphen Gg einer (stetigen) Funktion

4

- von der x-Achse

- von zwei Parallelen zur y-Achse x =aund x =b 3 A=7?
L?sung: 2 1
Die Streifenmethode
Man zerlegt das Intervall [a; b] in n gleiche Teile der Lénge 1
AX :%. Uber jedem Teil errichtet man ein Rechteck (Streifen) X
ausgehend von der x-Achse bis zum Graphen G;. Summiert man 0 1 > 3 4 5 >
alle Rechtecksflidchen auf, so ergibt sich ein Niherungswert fiir den — ‘ ‘ ‘ =%
Fliacheninhalt A. Je nachdem, ob man als Hohe des Streifens die X=a ASEL |

linke oder rechte Begrenzung wihlt, ist dieser Ndherungswert etwas kleiner (= Untersumme s,) oder etwas grofler
(= Obersumme S,) als der tatsidchliche Flicheninhalt.

Untersumme Obersumme

Ay / Gf| by Gf

a

™~
o

Y

w
w

2 2T |
1 1
X X
- -
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
x=a| | | | | [x=Db | x=a| | | [ | [ [x=b |
Es gilt:
sy = f(a)-Ax + f(a+AXx)-Ax + ... + f(a+(n-1)Ax)-Ax S, = f(a+Ax)-Ax + f(a+2AX)-AX +... + f(a+nAx)-Ax
n—1 n
= > fla+kAx)-Ax = > fla+kAx)-Ax
k=0 k=
Weiter gilt: shn<ALS,

Unter- und Obersumme werden umso genauer mit A iibereinstimmen, je groBer n gewihlt wird. Deshalb gilt fiir n
gegen oo:

lims, =A=1imS,
n—o0 n—o0

Hinweise:

Ein wichtiger Schritt bei der Berechnung der Unter- und Obersumme ist das Umwandeln der Summe in ein
Produkt, damit spiter die Grenzwertberechnung durchfiihrbar ist. Dazu gibt es fiir einfache Summenausdriicke
fertige Formeln (siehe Formelsammlung Seite 51, 4). Fiir einfache Funktionen wie f(x) = x, f(x) = x> usw. lassen
sich diese Berechnung durchfiihren.
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2. Das bestimmte Integral

Die. Uberlegungen in Kapitel 1 fithren zur Definition des A / Gf
bestimmten Integrals. y T
9
Definition:
Das bestimmte Integral von a nach b iiber f(x) ist der Grenzwert 4
der Summe aller Rechtecksfldchen unter dem Graphen von f. A =7
Also gilt: 3 il
b n
.[f(x)dx:rlli_)rgkz;f(xk)Ax mit Ax ==z 2T |
' 1
Bezeichnungen: )::
- Integrandenfunktion (= Integrand) f 0 1 2 3 4 5
- Integrationsvariable x x=a| | | | Ix=b_]

- dx als Schreibweise fiir Ax fiir Ax — 0

- untere Grenze a, obere Grenze b

Hinweis:
Das bestimmte Integral hat als Ergebnis eine reelle Zahl.

Zur geometrischen Deutung:

b
Im Allgemeinen verlduft ein Graph nicht nur oberhalb der x-Achse. Der Wert des bestimmten Integrals .[ f(x)dx
stimmt nicht unbedingt mit dem entsprechenden Fldcheninhalt von a nach b {iiberein. Folgende Aussagen sind
moglich:

b
- Ist jf (x)dx >0, so iiberwiegt der Anteil der Flache, der oberhalb der x-Achse liegt.

b
- Ist jf (x)dx =0, so sind die Anteile der Flichen, die oberhalb und unterhalb der x-Achse liegen, gleich gro8.

b
- Ist J-f (x)dx <0, so iiberwiegt der Anteil der Flache, der unterhalb der x-Achse liegt.

Beispiel: A
In der nebenstehenden Abbildung ist ¢ die Nullstelle der Funktion f. y
Man erkennt: 3 Gf

- Die Flidche von a nach c¢ verlduft unterhalb der x-Achse -

= J-f(x)dx <0

= ©

- Die Flidche von ¢ nach b verlduft oberhalb der x-Achse a J

¥,

b B2 | -1 |o 1 | 2
= j f(x)dx >0 b
c -1
- Der Anteil der Fliache oberhalb der x-Achse ist groler als der J
Anteil der Flache unterhalb der x-Achse D
b
= [t(x)dx >0 l
/
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Eigenschaften des bestimmten Integrals (und damit Reglen fiir das Rechnen mit bestimmten Integralen):

b c b
- Zerlegen in Teilintervalle, d. h. es gilt: J-f (x)dx = J-f (x)dx + J-f (x)dx (Vergleiche obige Abbildung)

b b
- Konstanten vor das Integral ziehen, d. h. es gilt: jk fx)dx =k- j f(x)dx

b b b
- Linearitit, d. h. es gilt: j(f(x) +o(x))dx = J-f(x)dx - j g(x)dx

Definition der integrierbaren Funktion

b
Eine stetige Funktion heif3t integrierbar iiber [a; b], wenn das bestimmte Integral jf (x)dx existiert.

Folgerung:
Es gilt: f differenzierbar = f stetig = f integrierbar

3. Berechnung von Flicheninhalten

Bei der Berechnung von Flicheninhalten gilt grundsitzlich:

- Flachenstiicke, die oberhalb der x-Achse verlaufen werden
positiv gezihlt

- Flachenstiicke, die unterhalb der x-Achse verlaufen werden
negativ gezihlt

- Hat ein Flidchenstiick sowohl Anteil oberhalb der x-Achse als

auch unterhalb der x-Achse, so ist die Fliche entsprechend zu
zerlegen. Dazu sind die Nullstellen der Funktion zu ermitteln.

Beispiel:

Der Flicheninhalt A der insgesamt schraffierten Fliche im
nebenstehenden Beispiel ergibt sich als Summe der Fldacheninhalte
A,. von a nach c und A, von ¢ nach b.

Die Berechnung der Nullstelle (Ansatz f(x) = 0) ergibt die Nullstelle
X =cC.

Dann gilt: A=A +A, =

.C[f(x)dx

b
+J'f(x)dx.

Berechnung der Fliche zwischen zwei Graphen

Der Flicheninhalt A einer Fliiche, die durch zwei Graphen G;
und G, begrenzt wird, ergibt sich als Differenz der Flidchen unter
dem Graphen von f und g jeweils von a nach b, wobei a und b die
Schnittstellen der beiden Graphen sind. Damit diese Differenz
immer positiv ist, ist der Betrag der Differenz zu nehmen.

Also gilt:

b

= [l -g0ojdx =

a

b
A=|[(F00—g00kx

a

D ey T D ey T

a

o)
It

¥x,

N

(f(x)—g(x))dx, fallsf(x)>g(x)

(g(x)—f(x))dx, fallsf(x)<g(x)
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4. Die Integralfunktion

Lésst man bei einem bestimmten Integral die untere Grenze a fest Ay / Gf
und verdndert die obere Grenze b, so hidngt der Wert des _
bestimmten Integrals von b ab und kann als Funktion von b °
betrachtet werden. 4
Nach Umbennen (x — t, b — X) erhilt man eine Funktion von x.
3
Definition der Integralfunktion ‘m ﬂﬂ
Die Funktion F mit 2 = ‘
. — F(x)
F:x— FXx)= jf (t)dt heilt Integralfunktion von f. 1
a t,
+ —>
Hinweise: 0 a 2 3 4 X
- Fine Integralfunktion wird i. d. R. integralfrei gemacht, d. h. ‘ ‘ ‘ |

man berechnet (praktisch) das bestimmte Integral von a nach x.
Spéter verwendet man besser die Integrationsregeln.

- Zu einer Integrandenfunktion f gibt es mehrere Integralfunktion F, je nach Wahl der unteren Grenze a.
- Jede Integralfunktion hat mindestens eine Nullstelle, nimlich an der unteren Grenze a (F(0) = 0).

Beispiel:

Zu f(x) = x* sind F :x > .[tzdt =1x'—1 F:xm Itzdt =1x’ und F_:xm— Itzdt =1x’+1 mogliche Integral-
1 0 -1
funktion. Diese wurden auch integralfrei angegeben.

S. Die Stammfunktion
Betrachtet man alle Integralfunktion F zur gleichen Integrandenfunktion f, so erkennt man:

Alle Integralfunktion F zur gleichen Integrandenfunktion f haben den gleichen Stamm (im Beispiel: %x3) und

unterscheiden sich nur durch eine additive Konstante. Ihre Graphen haben somit die gleiche Form und sind in y-
Richtung verschoben.

Bildet man die Ableitung einer Integralfunktion F zu f, so erhilt man f.
Dies fiihrt zur

Defintion der Stammfunktion

Eine Funktion F heifft Stammfunktion zu f, wenn ihre Ableitung f ist, also wenn gilt: F’(x) = f(x).

Beispiel:

Mogliche Stammfunktion zu f(x) = x* sind: F(x)=1x>+1, B(x)=4x"+2, F,(x)=1x’ -4 usw.,,

’

also allgemein: F(x)= §x3 +c, denn (%x3 + c) =x7.

Hinweise:
- Zwischen Integral- und Stammfuntkion besteht folgender Zusammenhang:
Jede Integralfunktion ist eine Stammfunktion, aber nicht umgekehrt.

- Alle Stammfunktion F zu f unterscheiden sich durch eine additive Konstante c¢. D. h. kennt man eine
Stammfunktion, so kennt man alle.
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Beispiel:

Die Funktion F(x) = x* + 1 ist eine Stammfunktion zu f(x) = 2x, da (x2 + 1)’ = 2x. Sie ist aber keine
Integralfunktion zu f(x) = 2x, da gilt x> + 1 > O fiir alle xe R und damit die Eigenschaft, dass jede Integralfunktion
mindestens eine Nullstelle besitzt, nicht erfullt.

6. Das unbestimmte Integral
Definition des unbestimmten Integrals:

Die Menge aller Stammfunktionen zu einer Funktion f heiflit unbestimmtes Integral von f, als Zeichen j f(x)dx.

Also gilt: j f(x)dx = F(x) + ¢ mit F(x)" = f(x).

Hinweis:

Das unbestimmte Integral stellt eine Menge von Funktionen dar, nicht etwa eine Zahlenwert wie beim bestimmten
Integral!

7. Integrationsformeln
Es gelten folgende Integrationsformeln:

Ix“dx:ﬁx““+c J.sinxdx:—cosx+c J.cosxdx:sinx+c

Beweis durch Ableiten der Stammfunktion.

8. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (HDI)

Die folgende Aussage wird als Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (HDI) bezeichnet:
Jede Integralfunktion einer stetigen Funktion f ist differenzierbar. Ihre Ableitung ist f.

(F(x)) = [jf(t)dt] = f(x)

Hinweis:
Die Integralrechnung ist damit die Umkehrung der Differentialrechnung.

9. Berechnung bestimmter Integrale mit Hilfe von Stammfunktionen

Aufgrund des HDI lédsst sich die Berechnung eines bestimmten Integrals mit Hilfe von Stammfunktionen
durchfiihren. Es gilt:

b
[teodx =[Feol; = Fb) - Fa)

Hinweis:
Man ermittelt zunédchst eine Stammfunktion F zu f. Der Wert des bestimmten Integrals ist der Wert der
Stammfunktion an der oberen Grenze minus dem Wert der Stammfunktion an der unteren Grenze.

Beispiel:
3
Jlx? —axthix =foxt - o x] = (0332 03)- (0 -2 +1)= 14 -
1

Beachte: Da der Integralwert negativ ist, stellt dieser Wert nicht den Flidcheninhalt unter der Kurve dar. Man kann

nur feststellen, dass von der gesamten Fldche unter dem Graphen mehr Anteile unterhalb der x-Achse liegen als
oberhalb.
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